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PRzZYKEAD 1
Zajmiemy si¢ rownaniem 5% — 4Y = 3 i jego rozwiazaniami w liczbach catko-
witych.

Zauwazmy najpierw, ze réwnanie to nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych
ujemnych. Niech teraz x,y beda liczbami catkowitymi dodatnimi; obliczmy
reszte z dzielenia przez 4 obu stron réwnania. Wowczas 5° —4Y =1 (mod 4),
3 = 3 (mod 4). Wynika stad, ze rozpatrywane réwnanie nie ma rozwiazan
w liczbach catkowitych.

PRZYKEAD 2
Zmajdz wszystkie rozwiazania w liczbach catkowitych réwnania 11* —4Y = 13.

Podobnie, jak w przykladzie 1 zauwazamy, ze réwnanie nie ma rozwigzan
w liczbach catkowitych niedodatnich. Powinnismy teraz poszukaé odpowied-
niego modulo.

Table[Table[Mod[11%x—-4%y—13, 3], {x, 1, 10}, {y, 1, 10}]
{{0,2,0,2,0,2,0,2,0,2},{0,2,0,2,0,2,0,2,0,2},{0,2,0,2,0,2,0, 20,2},
{0,2,0,2,0,2,0,20,2},{0,2,0,2,0,2,0,2,0,2},{0,2,0,2,0,2,0, 2,0, 2},
{0,2,0,2,0,2,0,20,2},{0,2,0,2,0,2,0,2,0,2},{0,2,0,2,0,2,0, 2,0, 2},
{0,2,0,2,0,2,0,2,0,2}}

Modut 3 sie nie nadaje, sprobujmy modut réwny 5.
Table[Table[Mod[114x—4*y-13, 5], {x, 1, 10}], {y, 1, 10}]

{4,444, 4,4, 4 4,44}, {2,2,2,2,2,2,2,2,2,24{4, 4,4 4 4, 4,4, 4 4, 4},
{2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},{4,4,4,4,4,4,4,4,4,4},{2,2,2,2,2,2,2,2,2, 2},
{4,4,4,4,4,4,4,4,4,4},{2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},{4,4,4, 4,4, 4,4, 4,4, 4},
{2,2,2,2,2,2,2,2,2,2}}

Tym razem strzal w dziesiatke! Dla stu rozpatrzonych par réznica lewej i pra-
wej strony réwnania modulo 5 nie jest zero. Uzasadnijmy to:

117 —4¥ —13=1—(—1)? =3 =2V 4 (mod 5).

PrzYKELAD 3 ([ETL2], éw. 15, s. 18)
Udowodnij, ze jesli p jest liczba pierwsza nieparzysta, to istnieja doktadnie

dwie rézne liczby naturalne x, y spelniajace rownanie
2 11

p oz oy
Tradycyjnie kilka préb za pomoca Mathematica (sprawdzenie wykonalismy
takze dla liczb, ktére nie sa pierwsze, tzn. dla 1 i 4, oraz dla p = 2):

Table[Solve[2/p—1/x=1/y == 0, {x, y}], {p, {3, 5}}]
{{y—>(Bx)/(=3+2x)}}, {{y—>(5%)/(=5+2x)}}}
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Oprécz wyniku pojawil sie takze komunikat, ze przedstawione rozwigzania

moga by¢ niejednoznaczne (przypominamy, ze —> oznacza réwnosé). Przejdz-

my teraz do naszego réwnania. Poniewaz 2xy = p(z + y), wiec plx lub ply.

Niech np. x = pr, wtedy y = 32~ i 2r — 1|p. Zatem 2r —1 =11lub 2r — 1 = p.
p+1 p+1

W pierwszym przypadku x = y = p, w drugim = = p¥—, y = F~.

Najstynniejszym réwnaniem diofantycznym jest rownanie Fermata:
"yt =z"

Pierre de Fermat, francuski matematyk zyjacy w XVII wieku, prawnik z wy-
ksztalcenia, pozostawil po sobie znaczny dorobek matematyczny. Fermat oko-
to 1637 roku, studiujac tacinski przektad dziet Diofantosa, na marginesie roz-
dziatu o trojkach pitagorejskich zapisal, ze dla n > 3 powyzsze réwnanie nie
ma rozwigzan w liczbach catkowitych réznych od zera. Fermat napisal takze,
ze znalazt dowdd tego twierdzenia, ktéry niestety nie zmiescil si¢ na margi-
nesie ksiazki Diofantosa. Wielu wybitnych matematykdéw probowato udowod-
ni¢ twierdzenie (hipoteze) Fermata, nazywane czesto Wielkim Twierdzeniem
Fermata. Mozna powiedzieé¢, ze historia matematyki wygladataby byé¢ moze
zupelnie inaczej, gdyby egzemplarz ksiazki Fermata mial wigksze marginesy.

W 1983 roku Gerd Faltings udowodnil, ze dla kazdego n > 3 réwnanie
Fermata ma skonczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych. W 1993 roku
na wyktadzie w Instytucie Newtona uniwersytetu w Cambridge Andrew Wiles
ogtosit, ze udowodnit Wielkie Twierdzenie Fermata. Jednak dopiero po dwoch
latach, w 1995 roku, po usunigciu luk w dowodzie, ukazaly si¢ dwie prace
Wilesa, zawierajace pelny dowod. Niestety Wiles w swoim dowodzie uzywa
tak trudnych, zaawansowanych narzedzi, ze mozemy o tym dowodzie méwié
jedynie na poziomie popularno-naukowym. Przeksztal¢my réwnanie Fermata,
tak aby otrzymac je w formie parametrycznej:
<E>n+ <g>n:1, "ttt =1, s=2 t= %
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Pogrubione réwnanie przedstawia pewna krzywa, zobaczmy ja dla n = 3,4,
5, 613:
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13 Polecenie: rF[n_]:=ContourPlot[s*n+t*"n—1==0, {s, 1.5, 5}, {t, =1.5, 5}, Axes —>True]; komenda
ContourPlot stuzy do wykreséw funkcji uwiktanych, Axes do ,regulacji” osi liczbowych.




